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文章 编号 :1005-3085(2010)04-0679-05 
一 类 四 阶 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 正解 的 存在 性 


陈 天 兰 
(西北 师范 大 学 数学 与 信息 科学 学 院 ， 兰 州 730070) 


摘 要 : 本 文 利用 不 动 点 指数 理论 研究 具有 超 线性 或 次 线性 的 非 线性 的 四 阶 两 点 边 值 问题 的 正解 存在 性 问 
题 。 文 中 给 出 了 保证 正解 存在 的 参数 取 值 范围 及 对 应 不 存在 正解 的 参数 取 值 范围 。 本 文 主要 结果 
推广 并 改进 了 一 些 已 知 结果 。 
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1 引言 及 主要 结果 


梁 是 工程 建筑 的 基本 构件 之 一 ， 而 两 端 简单 支撑 的 弯曲 弹性 梁 的 平衡 状态 可 用 四 阶 两 点 边 
值 问 题 来 描述 ， 由 于 其 在 工程 上 的 重要 性 ， 近 年 来 有 较 多 文献 研究 了 其 正解 的 存在 性 {+ 和。 特 
别 地 ，Ma 和 Wangl 利用 锥 拉 伸 与 锥 压缩 不 动 点 定理 获得 了 四 阶 边 值 问题 


u(9 (t) = f(t, ult)), te (0,1), (1) 
u(0) = u(1) = u” (0) = u” (1) = 0, (2) 


25 f (t, u) 关于 久 是 超 线 性 或 次 线性 时 一 个 正解 的 存在 性 结果 。 
受 文献 [1] 的 启发 ， 本 文 试图 利用 不 动 点 指数 理论 考虑 四 阶 边 值 问题 


u® (t) — Xu(t) = f(t, ult)), t€ (0,1), (3) 
u(0) = u(1) = u” (0) = u” (1) — 0, (4) 
当 参 数 入 在 [0, +00) 变化 时 正解 的 存在 性 。 记 
fo — liminf min fw) f? = lim sup max fu) 
uv—0* te[D1]] u u—=0+ tc[o1] u 
foo = liminf min Jur f^ = limsup max fu) 
4 一 十 co te[0,1] u 4 一 十 oo t€[0,1] u 
本 文 总 假定 : 
(H1) f:[0,1] x {0,+00) 一 [0, +00) 连续 。 
本 文 主要 结果 如 下 : 


定理 1.1 若 (H1) 成 立 ， 并 假设 以 下 条 件 之 一 满足 : 
1) f°=0, fa —-o: 2) fo-—-oo, f? =0; 

则 当 0 < A « zt 时 ， 问 题 (3), (4) 至 少 存在 一 个 正解 ， 当 入 > mi 时， 问题 (3), (4) 无 正解 。 
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注 1 当 和 = 0 时 ,问题 (3),( 外 就 退化 为 问题 (1), (2)， 且 定理 1.1 对 应 的 结果 就 是 文 
献 出 的 主要 结果 。 显 然 ， 本 文 结果 推广 了 文献 各 的 结果 。 
注 2 当 和 在 [0,+co) 变 化 时 ， 本 文 对 存在 正解 及 无 正解 的 情形 都 给 予 了 考虑 。 其 中 ox 
方程 u(t) — Au(t) = 0, t € (0,1) 在 (4) 式 下 的 第 一 个 特征 值 ， 其 特征 函数 是 sin rt。 
2 ”预备 知识 
本 文 的 工作 空间 是 Banach 空间 C[0, 1]， 其 范 数 为 |ul| = mex lu(t)]. id 
+0,1] = {u € C(0,1]:u(t) 20, 0 «t « 1). 
Y G(t, s) 为 边 值 问题 —u" (t) 20, t € (0,1), u(0) = u(1) =0 的 Green 函数 。 则 
| s(1—t), 0<s<t<1, 
G(t, s) = 
t1—s), 0<t<s<l. 
id i T 
= = mi = eeu 
Mc nix G(t,t), m= dU t), Co -f G(t,t)G(t,t)dt, o= M 
512.1 设 he C+[0,1]， 则 线性 边 值 问题 
u(9(t) 2 (t, t€(0,1, wu(0)-u(1) =w(0) = u”(1) — 0, 


TEER u(t) B 
u) z ZSG 


证 明 由 wb = -(—w'(t)", En 


lull, te(0, 1). 


1 pl 
“0=/ f G(t,r)G(r, s)h(s)dsdr, t€ [0,1]. 
ES. E G(tt) 的 性 质 可 知 w(t) > 0, te (0,1), H 


1 1 
</ n G(r,r)G s, s)h(s)dsdr < M | G(s,s)h(s)ds, te [0,1]. 
1 
u(t) 2 ct.) f G(s,s)h(s)ds, t € [0,1]. 
0 


u) > SEED lul, 


定义 算 子 4 : C* [0,1] 一 C* 0, 1], 


t € [0, 1]. 


Au(t) = 4 i G(t, T)G(T, s) [F (s, u(s)) + Xu(s)]dsdr. 


ie 
K = [ue c*0,1] : u(t) > ollull ES tx <$} 
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显然 入 是 CI0,1 中 的 一 个 锥 。 

引 理 2.2 若 (H1) 成 立 ， 则 4 : C+[0, 1] C*[0,1] £, HL A(K) C K. 

证 明 由 G(t,s) 的 性 质 及 引 理 2.1 易 证 4(K) C KK。 另外 ， 由 下 的 连续 性 及 Arzela-Ascoli 定 
理 可 证 4 是 全 连续 的 。 

对 r >0, WK, = (ue K:lul <r}, Kr = (uc K :|ul 2 r)- 

312.35) 4 A:K—KJjERiXEHR, J EXHI ucOK.RIO-uzL fiuAuzu 
Wi (A, Ki, K) = 1. 

3332.40 设 4:K 一 KK 是 全 连续 的 ， 并 假设 以 下 两 个 条 件 满足 : 

(i) Ui. I| Aul| > 0; 

(i) WHER Ku cK, Mul, fipgAuzZu, Wi(A, K., K)-—0. 


3 ”主要 结果 的 证 阴 


情形 1 f°=0, fo = -+oo。 
首先 证 明 ， 当 0 < 入 < x 时， 边 值 问 题 (3), (4) 至 少 存在 一 个 正解 。 
由 f°9=0 知 ， 存在 e € (0,74 一 入 ) 及 ro > 0, 使 


flt,u) <eu, tel0,1, O<uk<ro. (5) 


设 r e (0,70]， 下 证 JjAu Z u, u € Kn, 0 < jh € 1。 反 设 存 在 uo € OK,, 0< uo € b 
有 ug Auo = uo» 显然 uo 满足 微分 方程 


u$ (t) = po [f (t, uolt)) + Xu], te (0.1) (6) 
及 边 值 条 件 (4)， 给 (6) 式 两 边 同 时 乘 以 sin rt， 再 从 0 到 1 积分 ， 由 边 值 条 件 (4) 及 (5)， 有 
1 1 
ii uo(t) sin vtdt < (e+ xf uo(t) sin tdt. (7) 
由 引 理 2.1 可 知 
J uo(t) sin vtdt > 0, 
0 
aa < Ee 十 入 < Tt, 矛盾 。 从 而 由 引 理 2.3 可 得 
i (A, Kn, K) — 1. (8) 


XH fa = +eo 可 知 ， 存 在 ee (1* — à, +0) KH > ro, f 


flt,u)>eu, tel[0,11, u> H. (9) 
pi 
ES |f (tu) — eu| +1, 
则 
ft,u)>eu—C, telo,1, u20. (10) 
取 


R > Ro := max (7, ro}. 
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对 任意 的 ve GKR， 结 合 (9)， 有 


心 
Sg 
A707 
NI = 
— 
Il 


T [eG r)G(r, s) [f (s, u(s)) + Au(s)]dsdr 


V 


mec tO, 


2 (e+ ud G(s, s)u(s)ds > 
Tfi Aul] > Au(2), 故 inf |. Au|| > 0. 

FHE, uAu z u, u € OKg, p > 1。 反 设 存在 wo € OKn, uo > 1, 使 johuo = uo, & 
JA uo WE (4) X (6), 6 (10), ZA (7) 的 证 明 ， 有 


1 1 2C 
rÍ f uo(t) sin rtdt > (e + A) f uo(t) sin tdt 一 wi 
0 0 


即 
1 2C 
再 由 引 理 2.1 可 得 
2CM i f i ev 
lluoll < OA 4-6 — a4) (f G(t,t) sin rtdt) :一 R. (12) 
所 以 当 民 > max(R, Ro} H, uAu zu, uc OKg, n» 1， 故 由 引 理 2.4 可 得 
i(A, Kn, K) — 0. (13) 


因此 ， 由 (8), (13) 可 知 ，i(4, KR V Kr, K) = 一 1。 故 问题 (3), (4) E Kr\ K, LEEM. 
下 面 证 明 ， 当 入 > 六 时 ， 边 值 问题 (3), (4) 无 正解 。 
反 设 边 值 问题 (3), (4) 存在 正解 w， 则 以 满足 (3)。 于 是 对 (3) 两 边 同 时 乘 以 sin xt， 再 从 0 到 1 
积分 ， 有 ; f 
4 _ ; = i 
(r xf u(t) sin rtdt ] (69) sin vtdt. 
MA-Gq E : 
jJ f (t, u(t)) sin rtdt = 0, 
0 
XA f iE (H1)H fo = +co， 则 存在 如 €[0,1], 1% f(to,u(to)) > 0. dk 


J f (t, u(t)) sin tdt > 0, 
0 


ZH. 当 入 > T4 时 ， 
f f (t, u(t)) sin tdt < 0, 
0 
5 (H1) FJ. 
因此 ， 当 入 > m4 时 ， 边 值 问 题 (3), (4) 无 正解 。 
情形 2 fo = +00, fe 一 0。 
证 明 类 似 情形 1。 
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Existence of Positive Solutions for a Class of Fourth-order Ordinary 
Differential Equations of Two-point Boundary Value Problem 


CHEN Tian-lan 
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Abstract: Based on the fixed-point index theory, we investigate the existence of positive solutions to 
a class of boundary value problems of fourth-order ordinary differential equations with a nonlinearity 
which is superlinearity or sublineraity. We propose an interval of parameters to ensure the existence 
of positive solutions, and we find another interval of parameters corresponding to the nonexistence of 
positive solutions. Our main result improves and generalizes some known results. 
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